











Derivata di arcsinh y
































































































Derivata di arccosh y




non e` strettamente crescente da R→ R quindi la sua inversa

































:= arccosh, y ∈ [1,∞[
derivando poi il secondo membro dell’ultima uguaglianza
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:= arccosh, y ∈ [1,∞[




Derivata di arctanh y












La derivata, definita per −1 < y < 1 e`:
D (arctanh y) =
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La derivata, definita per −1 < y < 1 e`:






La derivata, definita per −1 < y < 1 e`:





1− tanh2 x =
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La derivata, definita per −1 < y < 1 e`:










La derivata, definita per −1 < y < 1 e`:





1− tanh2 x =
1
1− y2 .




La derivata, definita per −1 < y < 1 e`:





1− tanh2 x =
1
1− y2 .








1− y := arctanhy, y ∈ ]−1, 1[
derivando poi rispetto ad y il secondo membro dell’ultima uguaglianza
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La derivata, definita per −1 < y < 1 e`:





1− tanh2 x =
1
1− y2 .








1− y := arctanhy, y ∈ ]−1, 1[




Derivata seconda dell’inversa: formula di Lagrange
Se f : I → R e` una funzione derivabile due volte nell’intevallo
I con derivata prima diversa da zero, e invertibile, allora se
g denota la funzione inversa di f , posto y = f(x) la derivata
seconda della funzione inversa g e` data dalla formula





Dimostrazione Dal fatto che g e` l’inversa di f abbiamo che
per ogni x ∈ I riesce
g (f(x)) = x
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Dimostrazione Dal fatto che g e` l’inversa di f abbiamo che
per ogni x ∈ I riesce
g (f(x)) = x
g′ (f(x)) · f ′(x) = 1
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Dimostrazione Dal fatto che g e` l’inversa di f abbiamo che
per ogni x ∈ I riesce
g (f(x)) = x
g′ (f(x)) · f ′(x) = 1
deriviamo:
g′′ (f(x)) · (f ′(x))2 + f ′′(x) · g′ (f(x)) = 0
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Dimostrazione Dal fatto che g e` l’inversa di f abbiamo che
per ogni x ∈ I riesce
g (f(x)) = x
g′ (f(x)) · f ′(x) = 1
deriviamo:






Dimostrazione Dal fatto che g e` l’inversa di f abbiamo che
per ogni x ∈ I riesce
g (f(x)) = x
g′ (f(x)) · f ′(x) = 1
deriviamo:










Esercizio Se f(x) = x3 + 3x, x ∈ R indicata con g(y) la
funzione inversa di f(x), di cui si assume l’esistenza, calcolare
g′(y0), g′′(y0)





Se f : I → R, x0 ∈ I e` detto punto di massimo relativo per
f se esiste δ > 0 tale per cui ]x0 − δ, x0 + δ[ ⊂ I e per ogni





Se f : I → R, x0 ∈ I e` detto punto di massimo relativo per
f se esiste δ > 0 tale per cui ]x0 − δ, x0 + δ[ ⊂ I e per ogni
x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ si ha f(x0) ≥ f(x).





Se f : I → R e` una funzione derivabile in x0 massimo relativo
per f . Se x0 e` interno al I allora f
′(x0) = 0.














Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ . Il segno di:
f(x)− f(x0)
x− x0




Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ . Il segno di:
f(x)− f(x0)
x− x0




Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ . Il segno di:
f(x)− f(x0)
x− x0
e` positivo se x < x0 ed e` negativo per x > x0.








Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ . Il segno di:
f(x)− f(x0)
x− x0
e` positivo se x < x0 ed e` negativo per x > x0.













Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ . Il segno di:
f(x)− f(x0)
x− x0
e` positivo se x < x0 ed e` negativo per x > x0.














Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ . Il segno di:
f(x)− f(x0)
x− x0
e` positivo se x < x0 ed e` negativo per x > x0.










L’ipotesi di derivabilita` implica
f ′+(x0) = f
′
−(x0) = f




Se f : [a, b]→ R e` una funzione continua su [a, b] e deriv-
abile in ]a, b[ e, se f(a) = f(b), esiste almeno un elemento









Se f non e` una funzione costante, caso in cui la tesi segue
banalmente, possiamo supporre che f assuma, ad esempio
massimo assoluto, in un punto interno xM ∈ ]a, b[, ma in tale




Se f : [a, b]→ R e` una funzione continua su [a, b] e derivabile in ]a, b[ si
ha che esiste un elemento ξ ∈ ]a, b[ tale che:
f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a);









Si consideri la funzione ϕ(x), definita per x ∈ [a, b] da:




Si consideri la funzione ϕ(x), definita per x ∈ [a, b] da:
ϕ(x) = (f(b)− f(a))x− (b− a) f(x).




Si consideri la funzione ϕ(x), definita per x ∈ [a, b] da:
ϕ(x) = (f(b)− f(a))x− (b− a) f(x).
Si verifica che ϕ(b) = ϕ(a), quindi esiste, per il teorema di Rolle un
elemento ξ ∈ ]a, b[ tale che




Se f, g : [a, b]→ R sono funzioni continue su [a, b] e derivabili
in ]a, b[ si ha che esiste un elemento ξ ∈ ]a, b[ tale che:




ϕ(x) = (f(b)− f(a)) g(x)− (g(b)− g(a)) f(x).




Se f : I → R e` una funzione derivabile non si puo`, a priori dedurre che





se x 6= 0
0 se x = 0







se x 6= 0
0 se x = 0
non e` una funzione continua nell’origine.
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Nonostante non si possa a priori dire che la funzione derivata f ′ : I → R
sia continua, f ′ mantiene la proprieta` dei valori intermedi.
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Nonostante non si possa a priori dire che la funzione derivata f ′ : I → R
sia continua, f ′ mantiene la proprieta` dei valori intermedi.
Teorema
Se f : I → R e` una funzione derivabile, presi a, b ∈ I tali che a < b e che
f ′(a) < f ′(b), allora per ogni reale k tale che f ′(a) < k < f ′(b) esiste









Sia g(x) = f(x)− kx, g soddisfa le ipotesi del teorema di Weierstrass
in [a, b] . Se xm e` punto di minimo di g, siccome g
′(a) = f ′(a)− k < 0 e




Sia g(x) = f(x)− kx, g soddisfa le ipotesi del teorema di Weierstrass
in [a, b] . Se xm e` punto di minimo di g, siccome g
′(a) = f ′(a)− k < 0 e
g′(b) = f ′(b)− k > 0 tale punto di minimo deve essere interno all’intervallo,
dunque, per il teorema di Fermat deve essere g′(xm) = 0, dunque




La funzione f ′ non puo` presentare discontinuita` di tipo salto in ]a, b[ . In
particolare, se una funzione ha in un intervallo derivata sempre diversa
da zero, si ha che il segno della derivata non cambia. In altri termini
f ′(x) 6= 0 per ogni x ∈ I equivale a ipotizzare che o f ′(x) < 0 o f ′(x) > 0
per ogni per ogni x ∈ I.
29/31 Pi?
22333ML232
Usando il teorema di Darboux il teorema di Cauchy puo` essere enunciato
anche in questo modo
Se f, g : [a, b]→ R sono funzioni continue su [a, b] e derivabili in ]a, b[ e









Teorema della monotonia e segno




Teorema della monotonia e segno
Se f ′(x) > 0, per ogni x ∈ I allora f e` strettamente crescente
in I.
Dimostrazione Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2.
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Teorema della monotonia e segno
Se f ′(x) > 0, per ogni x ∈ I allora f e` strettamente crescente
in I.
Dimostrazione Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il teorema
di Lagrange sappiamo che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
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Teorema della monotonia e segno
Se f ′(x) > 0, per ogni x ∈ I allora f e` strettamente crescente
in I.
Dimostrazione Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il teorema
di Lagrange sappiamo che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1)
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Teorema della monotonia e segno
Se f ′(x) > 0, per ogni x ∈ I allora f e` strettamente crescente
in I.
Dimostrazione Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il teorema
di Lagrange sappiamo che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1)
Per ipotesi f ′(x) > 0,
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Teorema della monotonia e segno
Se f ′(x) > 0, per ogni x ∈ I allora f e` strettamente crescente
in I.
Dimostrazione Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il teorema
di Lagrange sappiamo che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1)
Per ipotesi f ′(x) > 0, d’altra parte anche x2 − x1 > 0, quindi
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Teorema della monotonia e segno
Se f ′(x) > 0, per ogni x ∈ I allora f e` strettamente crescente
in I.
Dimostrazione Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il teorema
di Lagrange sappiamo che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1)




Ricerca di massimi e minimi
f ′(x) > 0 per x > x0, f ′(x) < 0 per x < x0 ⇒ x0 min rel
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Ricerca di massimi e minimi
f ′(x) > 0 per x > x0, f ′(x) < 0 per x < x0 ⇒ x0 min rel
f ′(x) < 0 per x > x0, f ′(x) > 0 per x < x0 ⇒ x0 max rel
